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It is well-known that the astigmatic 
transformation is used to analyze the 
topological vortex charge. In this paper, a multi- 
order filter matched to various aberrations 
described by the Zernike polynomials is used 
to implement the astigmatic transformations 
of vortex beams. Such a filter makes it possible 
to simultaneously introduce several wave 
aberrations with various types and levels into 
the analyzed vortex beam in order to implement 
various aberrational transformations, including 
astigmatism. In this case, a set of aberration- 
transformed distributions of the analyzed vortex 
beam is formed in the focal plane in different 
diffracting orders that facilitates determination 
of its topological charge.
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1. INTRODUCTION
Vortex beams  [1–2] have an orbital angular momen-
tum  [3–4] determined by the optical vortex order of 
the optical vortex that is also called the topological 
charge (TC). A  distinctive feature of a  vortex opti-
cal beam is availability of phase singular points at 
which the phase is not determined and the ampli-
tude is equal to zero. Multiplexing of several vortex 
beams in one physical carrier makes it possible to 
significantly increase the amount of information 
transmitted [5–6].

There are various methods for determining the 
vortex beam TC based on the matched filtering  [7–8], 
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ВВеденИе
Вихревые пучки  [1–2] обладают орбитальным угло-
вым моментом [3–4], который определяется поряд-
ком оптического вихря, который также называ-
ется топологическим зарядом (ТЗ). Отличительной 
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use of special elements providing the beam sort-
ing  [9–10], as well as astigmatic transformation  [11–
12]. Astigmatic transformation can be implemented 
using a  cylindrical or oblique lens  [11–12], using the 
anisotropic crystals  [13–14], and using the diffraction 
on a curvilinear diffraction grating [15–16].

In this paper, we consider a method for direct intro-
duction of wave aberration, including astigmatism, 
into the wavefront under study using a  multi- order 
filter matched to the set of Zernike functions  [17–19]. 
Such a  filter makes it possible to simultaneously 
introduce several wave aberrations with various types 
and levels into the analyzed vortex beam in order to 
implement various aberrational transformations. In 
this case, a  set of aberration- transformed distribu-
tions of the analyzed vortex beam is formed in the 
focal plane in different diffracting orders that facili-
tates determination of its topological charge.

2. THEORETICAL BACKGROUND
In order to introduce aberrations into the beam under 
study, we consider a multi- order filter [17–19] matched 
to aberrations with various types and weights:

 τ(x,y) = exp iκαkZN x,y( )⎡⎣ ⎤⎦exp i akNx + bkNy( )⎡⎣ ⎤⎦{ }
k=1

K0

∑
N=1

N0

∑ ,  (1)

where N0 is the number of filter channels correspond-
ing to the types of aberrations; K0 is the number of 
filter channels corresponding to the aberration 

особенностью вихревого оптического пучка явля-
ется наличие фазовых сингулярных точек, в  кото-
рых фаза не  определена, а  амплитуда равна 
нулю. Мультиплексирование нескольких вихре-
вых пучков в  одном физическом носителе позво-
ляет существенно увеличить объем передаваемой 
информации [5–6].

Известны различные способы определения ТЗ 
вихревого пучка, основанные на  согласованной 
фильтрации  [7–8], применении специальных эле-
ментов, обеспечивающих сортировку луча  [9–10], 
а  также астигматическом преобразовании  [11–12]. 
Астигматическое преобразование можно реализо-
вать при помощи цилиндрической или наклон-
ной линзы [11–12], с использованием анизотропных 
кристаллов [13–14], а также при дифракции на кри-
волинейной дифракционной решетке [15–16].

В данной работе рассматривается метод прямого 
внесения волновой аберрации, в  том числе астиг-
матизма, в исследуемый волновой фронт с исполь-
зованием многоканального фильтра, согласован-
ного с  набором функций Цернике  [17–19]. Такой 
фильтр позволяет внести в  анализируемый вих-
ревой пучок сразу несколько волновых аберраций 
различного типа и  уровня для осуществления 
различных аберрационных преобразований. При 
этом в  фокальной плоскости в  различных дифрак-
ционных порядках формируется набор аберраци-
онно  преобразованных распределений анализиру-
емого вихревого пучка, что облегчает определение 
его топологического заряда.

ТеореТИчесКИе осноВы
Для внесения аберраций в исследуемый пучок рас-
смотрим многоканальный фильтр  [17–19], согласо-
ванный с аберрациями различного типа и веса:

 τ(x,y) = exp iκαkZN x,y( )⎡⎣ ⎤⎦exp i akNx + bkNy( )⎡⎣ ⎤⎦{ }
k=1

K0

∑
N=1

N0

∑ ,  (1)

где N0  –  количество каналов фильтра, соответству-
ющих типам аберраций; K0  –  количество каналов 
фильтра, соответствующих весам аберраций; 
κ = 2π / λ  –  волновое число, λ длина волны излуче-
ния, αk – величина волновой аберрации; ZN  –  кру-
говые полиномы Цернике; akN,bkN –  параметры про-
странственной несущей вдоль оси X и Y.

Круговые полиномы Цернике представ-
ляют собой полное множество ортогональ-
ных функций с  угловыми гармониками в  круге 
радиуса r0 [20–22]:

 ZN r,ϕ( ) = Znm r,ϕ( ) = AnRn
m r( )

cos mϕ( )
sin mϕ( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
,  (2)

Таблица 1. Тригонометрическое представление 
нескольких первых базисных функций Цернике 
в полярной системе координат.
Table 1. Trigonometric representation of several first basis 
Zernike functions in the polar coordinate system.

N n m Вид аберрации
Представление 
в полярной системе 
координат

1 1 1 Дисторсия 2rcos(ϕ)

2 2 2 Астигматизм 6r2 cos(2ϕ)

3 2 0 Дефокусировка 3(2r2 − 1)

4 3 3 Трилистник 2 2r3 cos(3ϕ)

5 3 1 Кома 2 2(3r3 − 2r)cos(ϕ)

6 4 4 Четырехлистник 10r4 cos(4ϕ)

7 4 2 Астигматизм 
2-го порядка

10(4r4 − 3r2)cos(2ϕ)

8 4 0 Сферическая 5 (6r4 −6r2 + 1)
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weights; κ = 2π / λ is a  wave number, λ is a  radiation 
wavelength, αk is a wave aberration value; ZN are the 
Zernike polynomials; akN,bkN are the spatial carrier 
parameters along the X and Y axes.

The Zernike polynomials are the complete set of 
orthogonal functions with angular harmonics in a cir-
cle of radius r0 [20–22]:

 ZN r,ϕ( ) = Znm r,ϕ( ) = AnRn
m r( )

cos mϕ( )
sin mϕ( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
,  (2)

where Rn
m r( ) are the radial Zernike polynomials, An is 

the normalizing factor:

 
 
 
 

 

Rn
m r( ) = −1( )p n− p( )!

p! n+m2 − p⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ !

n−m
2 − p⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ !

p=0

n−m( ) 2

∑ r
r0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

n−2p

,

An =
n+ 1
π
.  (3)

Obviously, the Zernike functions (n, m) = (2, ±2) are 
related to the astigmatic aberrations [11–12]:

 
 
 
 
 

 

Z2,2(r,ϕ) = c2,2r2 cos(2ϕ) =
= c2,2 r

2 cos2(ϕ)− r2 sin2(ϕ)⎡⎣ ⎤⎦ = c2,2 x
2 − y2( ),

Z2,−2(r,ϕ) = c2,−2r2 sin(2ϕ) =
= c2,−2 rcos(ϕ)rsin(ϕ)⎡⎣ ⎤⎦ = c2,−2xy.   (4)

The higher order Zernike functions (n, m) = (n, ±2) will 
also contain an astigmatic summand. For example:

Z4,2(r,ϕ) = c4,2 4r4 − 3r2( )cos(2ϕ) =
= c4,2 4r4 cos(2ϕ)− 3r2 cos(2ϕ)⎡⎣ ⎤⎦ =

= c4,2 4r2 r2 cos2(ϕ)− r2 sin2(ϕ)⎡⎣ ⎤⎦ − 3 r
2 cos2(ϕ)− r2 sin2(ϕ)⎡⎣ ⎤⎦{ } =

= c4,2 4r2 − 3( ) x2 − y2( ).   (5)

As one can see, the 2nd order astigmatism 
includes the product of astigmatic part and the 
radially symmetrical aberration corresponding to 
defocusing.

Thus, we can speak about the possible use of 
astigmatic-like wave aberrations with different 
weights to analyze the topological charge of a vortex 
beam. The following Gaussian- Laguerre modes are 
considered as the analyzed vortex beam [23–25]:

 GLn
m r,ϕ( ) = Knm( 2 r σ)m Lnm r σ( )2( )exp imϕ⎡⎣ ⎤⎦,  (6)

where Ln
m x( ) = 1 /n 2n +m − 1 − x( ) Ln−1m x( )− n+m− 1( ) Ln−2m x( )

is the Laguerre polynomial given by the recurrent formula, 
where L0

m x( ) = exp −x2 / 2( ), L1
m x( ) =  1 +m− x( )exp −x2 / 2( ).

где Rn
m r( ) –  радиальные полиномы Цернике,  

An –  нормирующий множитель:

 
 
 
 

 

Rn
m r( ) = −1( )p n− p( )!

p! n+m2 − p⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ !

n−m
2 − p⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ !

p=0

n−m( ) 2

∑ r
r0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

n−2p

,

An =
n+ 1
π
.  (3)

Очевидно, функции Цернике (n, m) = (2, ±2) свя-
заны с астигматическими аберрациями [11–12]:

 
 
 
 
 

 

Z2,2(r,ϕ) = c2,2r2 cos(2ϕ) =
= c2,2 r

2 cos2(ϕ)− r2 sin2(ϕ)⎡⎣ ⎤⎦ = c2,2 x
2 − y2( ),

Z2,−2(r,ϕ) = c2,−2r2 sin(2ϕ) =
= c2,−2 rcos(ϕ)rsin(ϕ)⎡⎣ ⎤⎦ = c2,−2xy.   (4)

Функции Цернике более высоких порядков 
(n, m) = (n, ±2) также будут содержать астигматиче-
ское слагаемое. Например:

Z4,2(r,ϕ) = c4,2 4r4 − 3r2( )cos(2ϕ) =
= c4,2 4r4 cos(2ϕ)− 3r2 cos(2ϕ)⎡⎣ ⎤⎦ =

= c4,2 4r2 r2 cos2(ϕ)− r2 sin2(ϕ)⎡⎣ ⎤⎦ − 3 r
2 cos2(ϕ)− r2 sin2(ϕ)⎡⎣ ⎤⎦{ } =

= c4,2 4r2 − 3( ) x2 − y2( ).   (5)

Как видно, астигматизм 2-го порядка вклю-
чает произведение астигматической части 
и  радиально- симметричной аберрации, соответ-
ствующей дефокусировке.

Таким образом, можно говорить о возможности 
использования астигматически  подобных волно-
вых аберраций разного веса для анализа топологи-
ческого заряда вихревого пучка.

В качестве анализируемого вихревого пучка рас-
сматриваются моды Лагерра- Гаусса [23–25]:

 GLn
m r,ϕ( ) = Knm( 2 r σ)m Lnm r σ( )2( )exp imϕ⎡⎣ ⎤⎦,  (6)

где Ln
m x( ) = 1 /n 2n +m − 1 − x( ) Ln−1m x( )− n+m− 1( ) Ln−2m x( )  –  

полином Лагерра, заданный рекуррентной форму-
лой, где L0

m x( ) = exp −x2 / 2( ), L1
m x( ) =  1 +m− x( )exp −x2 / 2( ).

чИсленное моделИроВАнИе
На  основе численного моделирования действия 
многоканального фильтра (1), согласованного 
с  фазовыми функциями Цернике, показана воз-
можность визуализации топологического заряда 
при помощи аберраций типа (n, 2) с  различным 
весом.
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3. NUMERICAL SIMULATION
The possible visualization of a topological charge using 
the aberrations of (n, 2) type with various weights is 
shown on the basis of numerical simulation of the 
multi- order filter (1) matched to the Zernike phase 
functions,

Covering by a  certain field f (x,y) of the optical ele-
ment  τ(x,y) (1) leads to a  distribution, the complex 
amplitude of which can be calculated along the optical 
axis under the conditions of the applicable Fresnel 
approximation (paraxial approximation). The Fresnel 
transformation is an expansion in parabolic waves:

 
 

U u,v,z( ) =

= −ik
2πz

exp ikz⎡⎣ ⎤⎦ f (x,y)exp ik
2z
((x − u)2 + (y − v)2)⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

−∞

+∞

∫
−∞

+∞

∫ dxdy,  (7)

provided that (x − u)2 + (y − v)2 << z, z is the distance 
covered by the wavefront. The Fresnel transformation (
ℑr) can be implemented through the Fourier transfor-
mation (ℑ) as follows:

 
 
 

 

U u,v,z( ) =

= f (x,y)exp ik
2z
(x2 + y2)⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

−∞

+∞

∫ exp −2πi(xu + yv)⎡⎣ ⎤⎦
−∞

+∞

∫ dxdy =

= ℑ f (x,y)exp ik
2z
(x2 + y2)⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
,   (8)

where the Fourier transformation has the following 
form:

 F u,v( ) = f (x,y)
−∞

+∞

∫ exp −2πi(xu + yv)⎡⎣ ⎤⎦
−∞

+∞

∫ dxdy = ℑ f (x,y){ }.  (9)

Let us consider the action of filter (1) for a Gaussian- 
Laguerre vortex beam with the topological charge m = 1 
and m = 3. We will apply a field f (x,y) = GL0m(x,y,σ =0,15)
to the multichannel diffractive element (1). Table 2 
shows the amplitude and phase of the input field f (x,y) 
and action of the filter τ(x,y) (1) in the focal plane.

It can be seen from Table 2 that the filter matched 
to the aberrations of various weights and types Zn.±2 
makes it possible to reliably detect the topological 
charge of the vortex beam. It becomes possible to vary 
the visualization level of the topological charge (dis-
tance between the intensity distribution extremes in 
a particular diffraction order) by changing the param-
eter responsible for the wave aberration level αw.

Thus, the proposed filter outperforms the simple 
method of topological charge analysis using the classical 
astigmatic transformations. Reliable detection can be 
achieved using the wave aberrations of Zn.±2 type at n ≤ 6.

In addition, this paper describes action of the fil-
ter  (1) for aberrations up to the 4th order (K0 = 1, αk=1). 
Let us consider the effect of various aberrations on 
the point spread function structure of a  vortex beam. 

При попадании на оптический элемент τ(x,y) (1) 
некоторого поля f (x,y) будет формироваться распре-
деление, комплексная амплитуда которого может 
быть рассчитана вдоль оптической оси в  условиях 
применимости приближения Френеля (паракси-
альное приближение). Преобразование Френеля 
представляет собой разложение по  параболиче-
ским волнам:

 
 

U u,v,z( ) =

= −ik
2πz

exp ikz⎡⎣ ⎤⎦ f (x,y)exp ik
2z
((x − u)2 + (y − v)2)⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

−∞

+∞

∫
−∞

+∞

∫ dxdy,  (7)

при условии, что (x − u)2 + (y − v)2 << z, z –  расстояние, 
на  которое распространен волновой фронт. Преоб-
разование Френеля (ℑr) может быть реализовано 
через преобразование Фурье (ℑ) следующим 
образом:

 
 
 

 

U u,v,z( ) =

= f (x,y)exp ik
2z
(x2 + y2)⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

−∞

+∞

∫ exp −2πi(xu + yv)⎡⎣ ⎤⎦
−∞

+∞

∫ dxdy =

= ℑ f (x,y)exp ik
2z
(x2 + y2)⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
,   (8)

где преобразование Фурье имеет вид:

 F u,v( ) = f (x,y)
−∞

+∞

∫ exp −2πi(xu + yv)⎡⎣ ⎤⎦
−∞

+∞

∫ dxdy = ℑ f (x,y){ }.  (9)

Рассмотрим действие фильтра (1) для вихревого 
пучка Гаусса Лагерра с  топологическим зарядом 
m = 1 и  m = 3. Подадим на  многоканальный дифрак-
ционный элемент (1) поле f (x,y) = GL0m(x,y,σ =0,15). 
В табл. 2 представлены амплитуда и фаза входного 
поля f (x,y) и действие фильтра τ(x,y) (1) в фокальной 
плоскости.

Из  табл.  2 видно, что фильтр, согласованный 
с  аберрациями различного веса и  типа Zn.±2, позво-
ляет уверенно детектировать топологический заряд 
вихревого пучка. Появляется возможность варьиро-
вать уровень визуализации топологического заряда 
(расстояние между экстремумами распределения 
интенсивности в  конкретном дифракционном 
порядке) благодаря изменению параметра, отвеча-
ющего за уровень волновой аберрации αw.

Таким образом предложенный фильтр превос-
ходит простой метод анализа топологического 
заряда при помощи классических астигматиче-
ских преобразований. Уверенное детектирование 
удается достигнуть при помощи волновых аберра-
ций типа Zn.±2 при n ≤ 6.

Кроме того, в рамках данной работы рассматрива-
ется действие фильтра (1) для аберраций до 4 порядка 
(K0 = 1, αk=1). Рассмотрим, как различные аберра-
ции влияют на структуру функции рассеяния точки 
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It is assumed that aberrations other than astigmatic-
like ones will not significantly change the diffraction 
spot structure in the resulting filter plane when it is 
illuminated by a  vortex beam. This means that the 
astigmatic-like aberrations will be well detected using 
a filter matched to the optical vortices.

Table 3 shows the input field and action of the filter 
(1) at τ(x,y), K0 = 1, αk = 1, ZN x,y( ) = Znm(x,y), matched to 
various types of aberrations (location of diffraction 
orders with the encoded wave aberrations is shown in 
Fig. 1(a)). It can be seen from the intensity distribu-
tion in the focal filter plane that the aberrations other 
than astigmatism (Z22 and Z42) do not significantly 
affect any changes in the diffraction spot structure of 
the vortex beam (an  annular shape is retained). In 
turn, the astigmatic wave aberrations transform the 
Gaussian- Laguerre modes into the Hermite- Gaussian 
modes  [26–28], and a  vortex beam with a  topological 
charge q is transformed into the Hermite- Gaussian 
modes at (n, m) = (0, q). In other words, the topological 
charge of the vortex beam given by the complex distri-
bution phase, is visualized in the intensity of the 
resulting filter plane.

Таблица 2. Действие фильтра (1) при анализе топологического заряда вихревого пучка
Table 2. Filter action (1) during analysis of the topological charge of a vortex beam

Входное поле Действие фильтра

f (x,y) = GL0m(x,y,σ =0.15)
τ1(x,y)

ZN x,y( ) = Zn.2 (x,y)
τ2(x,y)

ZN x,y( ) = Zn.−2(x,y)

Амплитуда Фаза Интенсивность
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рис. 1. Действие фильтра (1): a) K0 = 1, αk = 1, согла-
сованного с разными волновыми аберрациями; 
b) согласованного с аберрациями типа (n, 2) разного 
уровня α
Fig. 1. Filter action (1): a) K0 = 1, αk = 1, matched to various 
wave aberrations; b) matched to aberrations of type (n, 2) 
with different levels α.
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Таблица 3. Действие фильтра (1) при анализе топологического заряда вихревого пучка
Table 3. Filter action (1) during analysis of the topological charge of a vortex beam

Входное поле Действие фильтра

f (x,y) = GL03(x,y,σ =0.15) τ(x,y), K0 = 1, αk = 1
ZN x,y( ) = Znm(x,y)

Амплитуда Фаза Интенсивность

Thus, we can speak 
about the invariance 
of vortex beams to the 
aberrations up to the 
4th order, except for 
astigmatism of various 
degrees, with an accu-
racy of the outer annu-
lar shape (contour) of 
diffraction spots.

Having considered 
the obtained connec-
tions between the 
Zernike polynomials 
and well-known astig-
matic transformations, 
it becomes possible to 
expand the range of 
tools for topological 
charge analysis and 

select the most successful ones for various problems. 
In general, the astigmatic transformation can be rep-
resented as G(x, y) = (x ± y)2t и  G(x, y) = x2t ± y2d, where t 
and d are the astigmatic transformation order, and the 
sign affects the rotation angle. The exception is spher-
ical aberration x2 + y2.

The astigmatic transformations being the superposi-
tions of radially symmetric Zernike and Zn.±2 polynomials, 
make it possible to reliably detect the topological charge 
of a vortex beam.  G(x,y) = [x2;y2;x2 − y2;(x − y)2;(x + y)2] and 
G(x,y) = [xy;x4 − y4;x6 − y6;(x + y)4;(x + y)6] are among these 
transformations. Thus, the astigmatic transformation in 
general form (x ± y)2t and x2t ± y2dmakes sense for 0 ≤ t ≤ 2 
and 0 ≤ d ≤ 2.

In order to verify the proposed transformations, let 
us analyze a  Gaussian- Laguerre vortex beam with 
a topological charge q = 1 and q = 3. For ease of data pre-
sentation, we use the calculated filters τ1(x,y), τ2(x,y), 
τ3(x,y), τ4(x,y). The filter action modeling results are 
given in Tables 4 and 5.

Table 5 shows that the astigmatic transformations 
being the superpositions of radially symmetric Zernike 
and Zn.±2 polynomials, make it possible to reliably 
detect the topological charge of a vortex beam of both 
low and high order. We can distinguish 
G(x,y) = [xy;x2;y2;x2 − y2;(x − y)2;(x + y)2] among the trans-
formations, and Zernike polynomials with a  radial 
index n ≤ 6 among the astigmatic aberrations.

CONCLUSION
This paper represents a study of the possible detection 
and analysis of the topological charge of a vortex beam 
by introducing aberrations of various types and levels 

вихревого пучка. Предполагается, что аберрации, 
отличные от  астигматически  подобных, не  будут 
выраженно изменять структуры дифракционных 
пятен в  результирующей плоскости фильтра при 
освещении его вихревым пучком. Это значит, что 
именно астигматически  подобные аберрации будут 
хорошо обнаруживаться с использованием фильтра, 
согласованного с оптическими вихрями.

В  табл.  3 представлено входное поле и  действие 
фильтра (1) при τ(x,y), K0 = 1, αk = 1, ZN x,y( ) = Znm(x,y), 
согласованного с  разными видами аберрации (рас-
положение дифракционных порядков с закодирован-
ными волновыми аберрациями указано на рис. 1(а)). 
Из  распределения интенсивности в  фокальной пло-
скости фильтра видно, что аберрации, отличные 
от  астигматизма (Z22 и  Z42), незначительно влияют 
на изменение структуры дифракционных пятен вих-
ревого пучка (сохраняется кольцеобразная форма). 
В  свою очередь, астигматические волновые аберра-
ции преобразуют моды Лагерра- Гаусса в  моды 
Эрмита- Гаусса  [26–28], а  вихревой пучок с  топологи-
ческим зарядом q – в  моды Эрмита- Гаусса при 
(n, m) = (0, q). Другими словами, топологический 
заряд вихревого пучка, который задается фазой ком-
плексного распределения, визуализируется в интен-
сивности результирующей плоскости фильтра.

Таким образом, можно говорить об  инвари-
антности вихревых пучков к  аберрациям до  4-го 
порядка, за  исключением астигматизма различ-
ной степени, с точностью до внешней кольцеобраз-
ной формы (контура) дифракционных пятен.

Учитывая полученные связи полиномов Цернике 
и  известных астигматический преобразований, 
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Таблица 4. Действие фильтра (1), где ZN заменено на G(x, y) при анализе топологического заряда вихревого пучка
Table 4. Filter action (1), where ZN is replaced by G(x, y) during analysis of the topological charge of a vortex beam

Входное поле Фильтр Действие фильтра

Амплитуда Фаза Амплитуда Фаза Интенсивность

f (x,y) = GL01(x,y,σ =0.15)
τ3(x,y)

G(x,y) = [x2;y2;x2 − y2;(x − y)2;(x + y)2]
ℑ τ j(x,y){ }
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x4 − y4

xy
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into the analyzed wavefront. The results of successful 
detection of the topological charge of a vortex beam of 
the first and third order using the filters matched to 
astigmatic wave aberrations are shown.

The possible determination of the topological 
charge by introducing the astigmatic wave aber-
rations with various weight coefficients is shown. 
Moreover, reliable detection can be achieved using 
the wave aberrations of Zn.±2 type at n ≤ 6 that is par-
tially confirmed by the analytical representation of 
these aberrations as a  superposition of radially sym-
metric functions and Zn.±2 type. In turn, in contrast 
to the classical method using astigmatic transforma-
tions, this method allows to control the band width 
between the maxima in a specific diffraction order.

The use of astigmatic transformations, represented 
through the superposition of the radial symmetric 
and astigmatic-like Zernike polynomials is proposed 
to expand the range of topological charge analysis 
tools. G(x,y) = [xy;x2;y2;x2 − y2;(x − y)2;(x + y)2] can be 
emphasized among the transformations. Thus, a gen-
eral astigmatic transformation in the form of (x ± y)2t 

появляется возможность расширить спектр инстру-
ментов для анализа топологического заряда 
и  выбрать наиболее успешные для разных типов 
задач. В  общем виде астигматическое преобразова-
ние можно представить как G(x, y) = (x ± y)2t 
и G(x, y) = x2t ± y2d, где t и d –  порядок астигматического 
преобразования, а  знак влияет на  угол поворота. 
Исключением является x2 + y2  –  сферическая 
аберрация.

Астигматические преобразования, которые пред-
ставляют собой суперпозиции радиально симме-
тричных полиномов Цернике и  типа Zn.±2, позво-
ляют уверенно детектировать топологический заряд  
вихревого пучка. Среди таких преобразований  
можно выделить: G(x,y) = [x2;y2;x2 − y2;(x − y)2;(x + y)2] и 
G(x,y) = [xy;x4 − y4;x6 − y6;(x + y)4;(x + y)6]. Таким образом, 
астигматическое преобразование в  общем виде 
(x ± y)2t и x2t ± y2d имеет смысл при 0 ≤ t ≤ 2 и 0 ≤ d ≤ 2.

Для верификации предложенных преобразова-
ний проведем анализ вихревого пучка вида Гаусса 
Лагерра с  топологическим зарядом q = 1 и  q = 3. Для 
удобства представления данных воспользуемся рас-
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Таблица 5. Действие фильтра (1), где ZN заменено на G(x, y) при анализе топологического заряда вихревого пучка
Table 5. Filter action (1), where ZN is replaced by G(x, y) during analysis of the topological charge of a vortex beam

Действие фильтров j(x,y) (интенсивность)

τ1(x,y) τ2(x,y) τ3(x,y) τ4(x,y)

Действие фильтров τ j(x,y) при входном поле f (x,y) = GL01(x,y,σ =0.15)

Действие фильтров τ j(x,y) при входном поле f (x,y) = GL03(x,y,σ =0.15)

and x2t ± y2d is proposed that makes sense at 0 ≤ t ≤ 2 and 
0 ≤ d ≤ 2. The exception is spherical aberration.

Thus, the proposed method is superior to the clas-
sical method of topological charge analysis and can 
be useful in the analysis of point spread function 
patterns using the data mining and convolutional 
neural networks  [29–30]. This is due to the fact that 
in one focal filter plane, the machine learning algo-
rithms can quickly and qualitatively determine both 
the beam topological charge value, and availability of 
astigmatic aberration in the original field in the case 
of reverse problem.
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считанными фильтрами τ1(x,y), τ2(x,y), τ3(x,y), τ4(x,y). 
Результаты моделирования действие фильтров пред-
ставлены в табл. 4 и 5.

Из табл. 5 видно, что астигматические преобразо-
вания, которые представляют собой суперпозиции 
радиально симметричных полиномов Цернике 
и типа Zn.±2, позволяют уверенно детектировать топо-
логический заряд вихревого пучка как низкого, так 
и  высокого порядка. Среди преобразований можно 
выделить G(x,y) = [xy;x2;y2;x2 − y2;(x − y)2;(x + y)2], а среди 
астигматических аберраций  –  полиномы Цернике 
с радиальном индексом n ≤ 6.

ЗАКлЮченИе
В  рамках данной работы проведено исследование 
возможности детектирования и  анализа топологи-
ческого заряда вихревого пучка при помощи внесе-
ния аберраций различного типа и  уровня в  анали-
зируемый волновой фронт. Показаны результаты 
успешного детектирования топологического заряда 
вихревого пучка первого и  третьего порядка при 
помощи фильтров, согласованных с  волновыми 
аберрациями астигматического типа.
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Показана возможность определения топологиче-
ского заряда при помощи внесения волновых абер-
раций астигматического типа с  разным весовым 
коэффициентом. Причем уверенное детектирова-
ние удается достигнуть при помощи волновых абер-
раций типа Zn.±2 при n ≤ 6, что частично подтверж-
дается аналитическим представление указанных 
аберраций в  виде суперпозиции радиально сим-
метричных функций и  типа Zn.±2. В  свою очередь, 
данный метод, в  отличие от классического способа 
с использованием астигматических преобразований, 
позволяет управлять шириной полос между макси-
мумами в конкретном дифракционном порядке.

Предложено использование астигматических пре-
образований, представленных через суперпозицию 
радиально симметричных и астигматически подоб-
ных полиномов Цернике, для расширения спектра 
инструментов анализа топологического заряда. 
Среди преобразований можно выделить 
G(x,y) = [xy;x2;y2;x2 − y2;(x − y)2;(x + y)2]. Таким образом, 
предложено астигматическое преобразование 
в общем виде (x ± y)2t и x2t ± y2d, которое имеет смысл 
при 0 ≤ t ≤ 2 и  0 ≤ d ≤ 2. Исключением является x2 + y2  –  
сферическая аберрация.

Таким образом, предложенный метод превосхо-
дит классический способ анализа топологического 
заряда и  может быть полезен при анализе картин 
функции рассеяния точки с  помощью интеллек-
туального анализа данных и  сверточных нейрон-
ных сетей [29–30]. Это обусловлено тем, что в одной 
фокальной плоскости фильтра алгоритмы машин-
ного обучения могут быстро и  качественно опреде-
лить, как значение топологического заряда пучка, 
т. к. и в обратной задаче –  определить наличие астиг-
матической аберрации в исходной поле.
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